TD 14

ESPACES VECTORIELS

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

D Er = {(xy) € R’ [x—3y=0} 11) Epq = {(un)eR | lim un—l}

2) Eg—{(x,y)E]R2|x—|—y—1} 12) Eip = {4 € My(R )T;;‘x’zo}

3) E3={(x,y) e R* |x* —y* =0}

4) Ey={(x,y) eR*|¥* +y* =0} 13) E13:{A€M ,,_0}

5) Bs = {(xy) €R*| x <3} 14) By = {f €R® | £(2) = 0}

6) E :{(x,y)€R2 | xy =0}

7) E7={(x,,2) ER3|2x+6y+3z—0} 19) Els_{fERR|f 2}

8 E :{xy, €R3\x+y+z€Q} 16) Ei6 = {f € C'(R,R) | f'(0) = f(0)}
9) Eg = { | (u,) est convergente} 17) Ey7 = {f € C°(R,R) ‘ /Olf(t)dt = 0}
10) Ejg = {(un) e RN | (uy,)est bornée} 18) Eig = {f e RF | fest monotone}

Exercice 2. Soit A '’ensemble des suites réelles arithmétiques. Est-ce que A estun e.v. ?
Soit G I'ensemble des suites réelles géométriques. Est-ce que G est un e.v. ?

Exercice 3. Lensemble GL,(K) est-il un K-e.v. ?
Exercice 4. Lensemble {z € C |7 = —z} est-ilun C-e.v. ?

Exercice 5 (x). Soit F, G deux s.e.v. d'un K-e.v. E. Montrer que F'UG est un s.e.v. si et seulementsi ¥ C GouG C F.

Familles libres, génératrices, bases

Exercice 6. Les familles suivantes de R> sont-elles libres ou liées ?
1) Fi = ((1,1,0), (0,1,1))

2) Fp = ((1,—1 0), (0,1, ~1), (1,0,—1))

3) F = ((1,1,0), (1,0,1), (2,1 2))

4 Fy= ((1,1, 1), (1,-1,1), (=1, 1,1), (1,1,1))
5) Fu= <(1,1,a), (1,a,1), (a,1,1)) aveca € R.

Exercice 7. Parmi les familles de I'exercice précédent, lesquelles sont génératrices de R3?

Exercice 8. Les familles suivantes de R¥ sont-elles libres ou liées 2
F1 = (cos, sin, id) Fy=x—x+2, x—3x+4, x—5x+6)

Fr=(x—e, x— ezx) Fa= (1[a7+°°[)aeR
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Espaces vectoriels

Exercice 9. Trouver une famille génératrice des s.e.v. suivants :

) F={(xy2)eR’|z=0} 3) H={(x,5,2) €ER}|x+2y—z=y—z=0}
2) G={(x,y,2) €R} |x+2y—z=0} 8 V={(yzt) ER} |x=y=27 =4}

Exercice 10. Soit Py, ..., P, € K[X] des polynomes tels que pour tout k € [0,n], deg P, = k. Montrer que (F, ..., F,)
est une famille libre.

Exercice 11. On se place surl'e.v. CO(R, R).On pose C : x — cos?x et S : x — sin’.

1) On considere le s.e.v. F = Vect(C,S). Montrer que (C,S) est une base de F.

2) Montrer que les fonctions x — 1 et x — cos(2x) appartiennent a F et déterminer leurs coordonées selon la
base (C,S).

Exercice 12 (x). La famille de fonctions (x — ek )ken est-elle libre ou liée ?

Somme de s.e.v.

Exercice 13. On considere les ensembles A = {(x,x,x) | x € R} et B={(0,y,2) | y,z € R}.
1) Montrer que A et B sont des sous-espaces supplémentaires dans R>.

2) Ecrire les vecteurs u = (1,2,1) etv = (2,3, —1) sous la forme a +b aveca € Aetb € B.
Exercice 14. Dans R[X], on considere
Ej =Vect (X>+1,X*—1) E, = Vect (X*, X* +X)

La somme E| + E; est-elle directe ?

Exercice 15. Montrer que C!(R,R) = F & G, avec

F:={feC'RR)|f(0)=f(0)=0} et G:={x—ax+b|abecR}

Exercice 16. Soitn € N*,
1) Montrer que S,(R) et A4, (R) sont des s.e.v. de M, (R).
2) Montrer que ces sous-espaces sont supplémentaires.

o . ) o . M+MT
Indication : pour une matrice M donnée, on pourra considérer la matrice .

Exercice 17. Soit E = R3[X] et
F=Ri[X] G={PecE|P(1)=P(1)=0}

1) Montrer que F et G sont des s.e.v. supplémentaires dans E. Indication : on pourra considérer une division
euclidienne judicieuse.

2) Déterminer la décomposition des polynémes 1, X, X 2et X3 selon F et G.
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Espaces vectoriels

Dimension et compléments

Exercice 18. On définit le s.e.v. suivant de R :
F={(x,yz) € R} |x—y4+z=0et2x—y= 0}
1) Déterminer la dimension de F.

2) Trouver un supplémentaire de F dans R>.

Exercice 19. On considére les s.e.v. suivants de R> :
F:{(x,y,z)€R3|x—5y+z:0} G = Vect((0,1,—1))
1) Déterminer une base de F' et une base de G.

2) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

Exercice 20. On considéere la famille de 3 vecteurs
u=(1,1,—1) v=(1,-1,1) w=(-1,1,1)
1) Montrer que B = (u,v,w) est une base de R>.
2) Exprimer le vecteur (2,1,3) selon la base 5.
Exercice 21. On définit les s.e.v. suivants
F={(x,yz) € R | 2x—y4z= 0} G={(x,y2) € R3 | x+3y= 0}

1) Déterminer la dimension de F ainsi qu'une base de F.
2) Méme question pour G.

3) Méme question pour F'NG.

4) Méme question pour F' + G.

Exercice 22. On pose

s={(.0, %)
x+y 2y

X,y € Rz}

1) Montrer que E estun e.v.

2) Déterminer la dimension de E.
Exercice 23. Déterminer les dimensions de D, (K) et de 7,,(K).

Exercice 24 (x). Déterminer la dimension de A, (KK). En déduire celle de S, (K).
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